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Германъ фонъ-Гельмгольцъ въ его поел д- 
. + 
нихъ произведешяхъ’). 


А. П. Грузинцева. 


Въ 1847 году Гельмгольць опубликоваль свой знаменитый мемуаръ 
„Оефег @е ЕгЬа№иоо 4ег КгаЁ“, въ которомъ изложиль обшй прин- 
ципъ, управляющ физическими явленями и извЗстный нын3Ъ подъ име- 
немъ закона сохранемя энерии. Руководствуясь этимъ принципомъ, мы 
можемъ отдать себЪ отчетъ ве всякомъ физическомъ явленши; дЪйстви- 
тельно, законъ сохранен!я эвергш еостоитъ въ томъ, что, если мы на- 
блюдаемъ кавя-вибудь физическя явлены въ данной систем® тфлъ, то 
эти явлешя происходатъь нейиремьнио или за ечетъ эверги взятой сис- 
темы, или за счетъ энерШи овружающихь тфлъ, или за счеть обЪихъ; 
причемъ общий итогъ энерми остается постояннымъ. 

Но, съ другой стороны, энерг1я системы тЪлъ обусловливается тВиъ 
или другимъ кинетическимъ состоящемъь ея частей, такъ-что, выра- 
зивь при помощи общихъ теоремъ механики это кинетическое состоя- 
н!е системы и припнаявъ въ разечетъ законъ сохраненя ‘энери мы по- 
лучииъ средство построить математическую теорю наблюдаемыхь яв- 
лен1й. Другими словаши, физичесмя явлентя должны быть приписаны 
дфйстью силъ, подчиненныхь закону сохравешя энерги. 

Выразимъ въ математической форм высказанных бсейчасъ идеи, 

Пусть имфемъ систему точекъ, находящихся подъ дзйстмемъ сис- 
темы силь, какъ внутреннихъ, такъ и визшнихь; пусть какая-нибудь 
точка этой системы съ массой т опредФляется во время # координа- 
тами д, у, зи пусть Х, У, Я будуть составляющ]я силь дЗйствую- 


*) Эта статья содержитъ изложеше послёднихь работъ Гельмгольце съ ибкоторыми 
измзнен!ями, оговоренными въ соотвфтственныхь м$стахъ. Въ устномъ изложени ей 


было предиослано изсколько словъ, посвященныхъ памати знаменитаго учетаго (4 8-го 
сентября н. с. 1894 года). 
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щихъ въ разсматриваемой точк}; зат$мъ предположимъ, что между 
точками системы существують нЪкоторыя связи, которыя могутъ-быть 
намь не известны. 


Прим$няя къ разематриваемой системЪ принцииъ Далямбера, получимъ: 


2х 4? 48 \. 
У (х-"ав) дд [8 т а ду-- (2—= ав „| — 0. . (а) 


Въ этомъ равенств$ связн системы уже отсутствуютъ. 
Выразимъ состояе нашей системы въ общихь координатахъ; пусть 


эти координаты будутъ: р, р.,-.-р, и пусть скорости изм$нен!я ихъ 
будуть: 91, 9, ...4,, — т. е. пусть вообще: 


ар, =1,2,...К 
4 — (—1,2,...1) 
Преобразуемъ равенство (а). 
Выражение: 
У (вх -- Уду-+ 20%) 


представляетъь элементарную работу всъхь силъ, приложенныхъ къ 
точкЗ (5, у, #2); эти же силы будуть двухъ родовъ: силы внутренв]я 
и силы вншия. Отвосительно внутреннихъ силъ примемъ допущене, 
что онф суть силы консервативныя, т. е. силы, имВющия потенщалъь или 
сами по себЪ, или велЪдствые связей между частями системы. 


Относительно-же внфшнихъ силъ никакихъ предиоложенй не бу- 
демъ дфлать. 


Выражая теперь х, у, & въ функщи перемфнныхъь р,, 22,.-. ри 
принимая въ соображене сказанное сейчасъ относительво характера 
внутреннихъ силъ, будемъ имть: 


—Ё 


У (кое + зву 26) =—0Ф—), др. ... (6) 


1—1 
гдз Ф есть хотениюль внутреннихь силь и 


Е 0Ф 
дФф — у др, Ри 


4—1 


*) Тоже мы позучаемъ, если вообще одна часть всЪхъ дйствующихъ силъ имфеть 
потенщалъ, а другая нфтъ. 
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‚. Количества вида Р, суть внфшия силы, стремянфяся увеличить па- 
раметръ р;, такъ-что выражен!е 


— Р,6ь, 


представить работу силы Р,. 


Для преобразован1я оставшейся части въ выражени (а) принцина 


„Далямбера разсмотримъ функщю, представляющую кинетическую эвер- 
тю системы, & именно: 


м 


при услов1и: 


Возьмемъ: 


[ты 


между нфкоторыми пред$лами $ = и $ =; найдемъ: 


|. 6ТаЁ = - в)» 2 деду 6 а 


если будетъ удовлетворено условие: 


“ ах 
| У» [аж а, |-0; 


это-же услоще, вел$детые произвольности дл, ду, дв, всегда можетъ 
быть удовлетворено; напримЗръ, мы всегда можемъ взать моменты вре- 
мени $ и & такими, чтобы перем щен точекъ для нихъ были равны 
нулю. 

Такимъ образомъ, если умножимъ равенство (а) на 4 и возмемъ ин- 
тегралъ отъ $==% д0 $=1, Т.е. за весь промежутовкъ времени су- 
ществован!я изучаемаго кинетическаго состоявя системы, то полузимъ: 


Гат-ве- У ван]. деве (1) 


Фо =1 
Положимъ: 
Ф— Т=Н.......... ,„ . (2) 
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тогда равенство (1) можно написать въ видЗ: 
+ —й 


| Л : + у Рар, 0... ... (3) 


8—1 


Гельмгольцъ представилъь это равенство въ сл$дующемъ видЪ: 


при непремфнномъ услови, что силы Р, варииюванию не подлежать, т. е. 
суть функщи только времени. 

Выражене (4) представляеть обобщене принципа Гамильтона (1834), 
выражаемато равенствомъ: 


й 
|1] Н&=о 
® 


и дано въ первый разъ Кирхгоффомъ въ 1876 г. *) въ форм немного 
отличающейся отъ приведенной нами т%мъ обстоятельствомъ, что онъ 
не разбиваетъ силы, приложенныя въ точкаиъ систены, на внутренн!я 
и визшийя. 

Функщя Н названа Гельмгольцемъ кинетическимь потенцзаломь сис- 
темы. Эта фунёшя встр®чается въ теоретической физикВ очень Часто 
и извжетна въ различных» ея частяхъь подъ разными именами; въ элек- 
тричествВ это межетъ быть потенщаломъ одного тока на другой (Ф. Ней- 
мана); въ термодинамик$ это свободная энергмя Гельмгольца или тер- 
модинамическй потенплалъь Дюгема. 

Докажемъ теперь, что равенство (3) завлючаеть въ себф привципъ 
сохраненя энерги. ДФйствительно, сначала мы, помня, что: 


—в . 
т 9Т 
6Т= [то 2-6 |. 
2 др; ав 94; 9; 
=, 


х 9Ф ‚. 
6=), др. Ве 


“ Г от 0 ог 
}. у др, Г др; + Р $ у м 94, 0 (4) 


®) См. его Уощевилаен бег шавбётацзсье РЬуз Е, 8 Аай, В. 97. 


Но 


& 
ео на 


ибо варащи др; для {= и $ = обращаются въ нуль, & слдова- 
тельно, предыдущее равенство (4) можно написать въ вид$: 


[> др, На» НР р. ви-о, 


или, вел детве произвольности ду, : 


или наконецъ, помня, что Ф отъ 4, независитъ: 


*) дн ({=1,2,...#). „о ооо ‚ (В) 


__@ [9Н\ _9Н 
в = @ (. до, 


Это Лягранжева форма уравненй динамики. 
Изъ этихъ уравненй (В) мы и можемъ вывести принципъ сохране- 


н1я энерми. Съ этой цфлью умножимъ уравнешя (В) ля 4, м резуль» 
таты сложимъ, получимъ: 


$—Е {= а (ЭН 
Р.4; = ОН -- 4 Е. 9 
2 р.“ у ‘4 \ 04 
во 
4 (=) = а 4 ( эн) дНа4, 
“а \ 0) 40а, 04, а’ 
а потому: 


у х ана 
ира боя [На т а, 4 += Я чан Чо, 


{= 
[9 4 , 4] а * 


но: 


& слЗдовательно, 


$—=К а 
УР, —— 4 (н- 
8—1 


Но мы знаемъ, что 


& потому: 


$=Ё 


а 
#—1 


а(Т- $) 
а ‘ 


Если-же назовемъ золную энерго системы буквой Е, то получимъ: 


Е=тТ--Ф. 
и, слдовательно, 
+= 
у Ра. = — " 
= 
или, окончательно: 
$=# а 
у Рай =— г 


Но это равенство выражаеть принципъ 


... (0) 


..... . (О) 


сохранен!я энерми *), ибо 


я$вая его часть представляеть работу внфшнихъ силъ, отдаваемую на- 
ружу системы, за промежутокъ времени 4 и эта передача, совершается 
по равенству ([)), т. е. за счеть полной энерМи системы, которая при 


этомъ убываетъ, 


*) Въ такомъ-же вид и Пуэнкаре представляеть принципь сохранен!я энерг{в; ем. 
его Е\еейчейё @ Орнаие, ЦП, р. 74 (1891 г.) изи Тез озоЩайнотв беевчемев. р. 21 


(1894 г.). 
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И такъ, лринцииь Гамильтона или поинципь наименьшаю дъйствзя, 
какъ его называетъ Гельмгольцъ, заключаеть въ себъ принципь сохра- 
нензя энерии. 

Такимь образомъ, мы можемъ при построев!и теор!й тЪхъ или дру- 
гихъ физическихъ лвлев!й пользоваться принципомъ Гамильтона, зная 
уже, что въ немъь содержится законъ сохранения энерми. 

Но, какъ кажется на первый взглядъь, для тъхъ-же цЪзлей могли-бы 
служить и уравнен!я Лагранжа, и уравнеше (О), выражающее самый 
принцииь сохранешя энерги, а между тфмъ Гельмгольць предлагаетъ 
класть въ основан1е теоретическихъь изслфдованй въ физикЪ лишь 
привципъ наимэньшаго дфйствя. Причина этого та, что уравневшя Лаг- 
ранжа дають лишь уравнен1я для точекъ внутри системы тфль, уча- 
ствующихь въ изучаемомъ физическомъ явлени, & для полнаго р$ше- 
шя вопроса требуются еще услошя на зранииахъ, т.е. на поверхности, 
ограничивающей разсматриваемую систему; интегралы же, входящие въ 
составъ равенства (4), могутъ дать по преобразовани и усломя на 
границахъ. Т$-же самыя зам$чан!я можно сдфлать и относительно ра- 
венства (1). Если-же мы не имфемъ въ виду условй на гравицахъ, & 
желаемъ лишь имфть уравнен!я, представляющия кинетическое состоя- 
не точекъ внутри системы, то можемъ прибфгать съ этой цзлью или 
къ уравневямъ Лягранжа, какъ это дЪлалъ еще Максвелль въ своей 
теори электромагнитнаго поля или къ уравнен!ю (0), какъ поступалъ, 
напримръ Пуэнкаре *) при вывод уравнений Герца. 

Впрочемъ относительно уравнен!я (ТД) надо сдфлать оговорку. Еели 
кинетическая и потенщальная энер{и выражены въ вид объемныхъ 
интеграловъ, распространенныхъ на всВ точки системы, то ихъ можно 
преобразовать частью въ поверхностные, а тогда мы можемъ получить 
и условя на границахъ. Однако, все-таки, употреблеше принципа Гз- 
мильтона во многихъ случаяхъ надо предпочитать уравненю (1). При- 
чины этого обстоятельства сейчась выленятся. Мы опред$ляемъ сис- 
тему при помощи Ё независимыхъ, вообще говоря, параметровъ: 2, 
2, --. 2ь. Эти параметры съ физической стороны обладаютъ извЗст- 
ными свойствами, отличающими одни изъ нихъ отъ другихъ и Гельм- 
гольцъ поэтому разбиваетъ ихъ по категорямъ; у него разематриваются 
параметры категорли а, категорм фи т. и.; если первыхъ будетъ &а 
числомъ, вторыхъ В и т. д., то, яено, что: 


Критеремъ для сужден!я о принадлежности параметра къ той или 
другой категори служитъ, разумЪетея, какая-либо опредЗленная 0со- 


*) Т.е8 08сЙ. в]есулаиев, 8 22. 
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бенность, опредленное свойство параметра, отвфчающее н%которому 
физическому обстоятельству,—свойство, которымъ параметры, привад- 
лежаше къ одной категори, отличаются отъ параметровъ другихъ ка- 
тегорий. 

Съ этимъ обстоятельствомъ встрфтился еще Максвеллъ въ своей тео- 
рии электромагнитнаго поля *). Такъ, у него параметры, обозначенные 
буквой у, входили въ сосгавъ кинетической энерти лишь подъ видомъ 
производныхь по времени (то были напряженности электрическихъ то- 
ковъ, протекающихь въ систем$). Подобные параметры разсматриваетъ 
и Гельмгольць. Эти параметры, слЗховательно, характеризуются тфмъ 
условемъ, что они входять въ составьъ кинетическаго потенщала Н 
лишь подЪ видомъ своихъ производныхъ по времени. Если эту кате- 


горю параметровъ обозначимъ символомъ р, то аналитически это вы- 
разится уравнешемъ: 


9Н 
— =0, 
др, 


которому должны удовлетворять параметры р». 


Можеть случится, что сверхъ того эти параметры такого рода, что 
соотвфтетвующ!я имъ силы Р, суть нули, т. е., что 


Р=0. 


Какь примфръ подобныхъ параметровъ, можеть служить температура 
системы (въ изотермическихь процессахъ). 

Параметры другихъ категорй обладають другими свойствами, выра- 
жающимися другими аналитическими услошями: Гельмгольцъ и вос- 
пользовался этими обстоятельствами для изучен!я свойствъ кинетическа- 
го потенщала **). 


Эта функшя Н, выражаемая равенствомъ: 
Н=Ф-Т, 


въ общемъ случа» состоить изъ пфлой однородной квадратичной функ- 
щи скоростей 4, и нзкоторой функщи координать д,; но если нзкото- 
рые изь параметровъ, наприм$ръ параметры категоми 6, обладаютъ 
приведенными выше свойствами, то мы можемъ исключить вс5 ду и 
Тогда кинетическй потенщалъь Н можеть заключать и линейную функ- 


*) См. 8$ 572—578 и 576 его трактата, т. П. (1878). 


**) См. его статьи по статикВ моно-и полициклическихь системъ въ журнал Стейе, 
т. 97, стр. 111—140; 817—836 (1884 г.). 
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\ю скоростей; хЪйствительно, если параметры категорш $5 удовлетво- 
раютъ уравненямъ: 
9Н 


— =0, Р, =0, 
дрь у 


то уравнене (В) въ вримВнен!м къ этому случаю даетъ: 


_а [9Н[\ _ 
4 94.) 

Такихъ уравневй будеть столько числомъ, сколько параметровъ ка- 
тегор!и 6; интегрируя ихъ найдемъ: 


гдз С, будетъ постоянное интегрирован]я, т. е. ифкоторая фунвцля па- 
раметровъ р, другихъ категорй. Такъ какъ предыдущее уравнен!е зи- 
нейно относительно 4,, То мы можемъ опред®лить вс 4, и подставить 
ихъ значеншя въ’ функщю Н; тогда мы получимъ новое ея значение, въ 
которое параметры другихъ категорй будуть входить и въ яервыть 
степенять, т. е. кинетическ1й потенщалъ НЯ будетъ заключать въ своемъ 
состав линейную функийо параметровъ р, (за исключешемъ парамет- 
ровъ р,). Если обозначимь это звачене Н буквой НЫ,, то получимъ, 
обозначая указателемъ х оставииеся параметры: 


9Н, _онН, \9Н04% ЭН: _он, \“0Н%ь 
д. др. 0404 др.” 94, 04, ` 220004, 


или, велВдетве равенствъ (5): 


9Н, он 94ь 9 _ дН с% 
-- 2—9 
бр ‘ва, м, + 2.0 04, 


но, если положимъ, что: 


н=н,—У 04. о ооо ооо оо (6) 
[1 


то получимъ: 


дН я ЭН Г: 


др, др.' 4, 94, 


и уравнен1я (В) примутъ видъ: 


2 (28 


и, 


Это уравнеше того-же вида, какъ и (В), но съ той существенной 
разницей, что фучкщя Н’ заключаеть въ себЪ члены линейные отно- 
сительно скоростей д,. 

Такимъ образомъ, мы можемь утверждать, что существуютъь тавя 
физичесвыя явлен!я, для которыхъ кйнетическй потенщаль ИН” можеть 
заключать члены линейные относительно скоростей. Тамя движеня 
Гельмгольць назваль скрытыми; мы будемъ называть скрытымь кине- 
тическимь состоящемь системы, когда ея кинетичесый потенщалъ зак- 
лючаетъ линейные члены скоростей. ПримЪромъ такихъ физическихъ 
явлен!й могутъ служить: взаимодЪйстше между магнитами и токами; 
отклонене плоскости поляризащи свЁтоваго луча магнитомъ и т. п. 

Между тЗми физическими процессами или кинетическими состоянями, 
которые характеризуются потенщаломъ Н и т$ми, которые характери- 
зуютея потенщаломъ Н’, существуеть та физически-существенная раз- 
ница, что первые процессы обратимы, а вторые—н%Ътъ. ДЪйствительно, 
обратимоеть физическаго процесса аналитически выражается условемъ: 


Н @,) — Н (-—9)) м 


& этому условю функшя Н’, вообще, неудовлетворяеть. Если, напри- 
мзръ, магнитное ноле извзетной напряженности отклоняетъ плоскость 
поляризащи луча, но отклонешемъ плоскости поляризащи приличной 
силы и направлешя мы не можемъ произвести магвитнаго поля. Гехьм- 
гольцъ даетъ еще одинъ видъ параметровъ особаго свойства. Пусть 
существують таве параметры категори с, что для нихъ: 


Р.=0, 4, = 0008; 


но не трудно убздиться въ равнозначности послВднаяго условя съ ел$- 
дующимъ: 

4, —=0, 
слФдовательно, могутъ существовать параметры, удовлетворяющие усло- 
В ЯМЪ: 
Р.=0, 4,=0. 


Но въ такомъ случа 


Посл$днихъ уравнен1й столько числомъ, сколько параметровъ кате- 
гори си изъ нихъ можемъ опред$лить вс$ р, и подставить въ выра- 
жене Н; тогда опять для Н иолучимъ выражев!е съ линейными чле- 
нами скоростей, но боле сложнаго вида. 


Соединяя все сказанное, можемъ утверждать, что принципъ Гамиль- 
тона, написанный въ формЪ: 


й 
91] [Н+УР р] =0....... (4) 
ь 


можетъ-быть примфневъ къ построев!ю теор1й какихъ угодно физичес- 
кихъ явленй, камя-бы силы ви участвовали въ тфхъ физическихъ про- 
цессахъ или кинетическихъ состоян1яхъ *), которые лежать въ основЪ 
ихъ; при этомъ дфйствуюния силы могутъ и не принадлежать къ ка- 
тегор!и силъ чисто-консервативныхъ, какъ напримфръ силы трешя, си- 
лы сопротивлен1я электрическому току и т. и. Кинетическй потенщалъ 
Н системы вопреки „старымъ узкимъ“ взглядамъ, можеть содержать 
члены съ первыми степенями скоростей точекъ. 

Гельмгольць приложилъ принципъ Гамильтона въ обобщенной форм 
или принципь наименьшою дъйствя, какъ онъ называеть его, къ яв- 
лен1ямъ термодинамики и лвлен1ямъ электромагнитнымъ (въ широкомъ 
смыслЪ слова); этимъ-же принципомъ онъ руководствовался при построе- 
вши электромагнитной теор!и свфторазсВяня **). 

Такимъ образомъ, принципь Гамильтона въ его обобщенной форм 
по всей справедливости можетъ считаться „рабочимъ“ принципомъ; 


*) Въ этихъ физическихь процессахъ могутъ принимать участ!е не только частицы 
„в%сомой“ матерш, но и частицы эфира. 


**) Въ 1882 году я пользовался принципомъ Гамильтона въ формы, данной Кирхго- 


фомъ, для построен я теор! и двойнаго преломлен]я въ свази съ свфторазсеванемъ. Этотъ 
принципъ л выражаль въ елёлующей форм: 


т+ 30) =0, 


ТАБ буквой Т обозначена кинетическая энерг/я, & символомъ 80`сумма элементарныхъ 
работъ всёхъ силъ; въ обозначени Гельмтольца это 


$0 = —ФФ— УРА р,, 


причемъ можно ие раздфлять внутреинйя силы отъ внзшнихъ, & разбить всВ силы на 


дв группы: силы чисто-консервативныя и силы ве выфющ!я потенцала. Ом. „Сообще. 
ня Харьк. Матем. Общ.“ 1 семя, 1882, вып. 1, стр. 8—82. 
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Гельмгольцъ считаетъ его даже „эвристическимъ“, т. е. могущимъ слу- 
жить для огкрытя новыхль физическихъ явлений. 

Въ настоящемъ докладЪф, носвященномъ памяти Гельмгольца, мы из- 
ложимъ его теорю электрическихъь и магнитныхъ явленй и электро- 
магнитную теорю свЪторазсВян!я. Первая теор1я дана имъ въ 1892 г. 
въ статьЗ: „Принципъ наименьшаго дЪйствя и его значене въ элек- 
тродинамикВ“, а вторая въ 1893 году въ статьф: „электромагнитная 
теор1я свЪторазеВян1я“ *). 


Выводъ основныхъ уравненй электродинамики. 


Пусть имфемъ изотропную систему, состоящую изъ д1электриковъ и 
проводниковъ; пусть эта система будеть ограничена съ одной стороны 
поверхностями проводниковъ, & съ другой поверхностью сферы безко- 
нечно-большаго рад1уса, такъ что дэлектрики наполняють все про- 
странство, хотя могутъ быть какими угодно. Пусть далфе, система та- 
кова, что скорости ея частицъ или нули, или постоянныя величины, 
такъ что ея кинетическй потевщалъ равенъ просто функщи Ф и прив- 
дипъ Гамильтона напишется въ форм: 


| ФУ рода но, иена (1) 


причемъ, какъ помнимъ, силы Р, вар!ированю не подлежатъ. 

Кинетичесый потенщаль будетъ, слфдовательно, вызываться т%ми 
физическими процессами, которые происходятъ въ дюлектрик® и про- 
водникахъ. 

Въ каждой точкВ дрлектрика д®йствують электричесвя и магнит- 
ных силы и механическя, & въ точкахъ проводниковъ силы сопротив- 
лен1я электрическимъ токамъ и электродвижущя силы и сверхъ того 
на поверхностяхъ проводниковъ лЪйствуютъ механическя силы. Элек- 
трическмя и магнитныя силы Гельмгольць считаеть консервативвыми 
силами, а прочя н®тЪ. 

Выразимъ теперь функщю Ф. Уеловимся сначала относительно 0боз- 
начен!й и терминовъ. Въ послЁдующемъ мы будемъ употреблять тер- 
мины и обозначен!я теори Максвелла, во первыхь потому, что старые 
термины (д1электричесый моментъ, дюлектрическая поляризащя ит. п.) 
могуть повести къ недоразум  нит, во вторыль — идеи Гельмгольца 
въ излагаемомъ нами мемуар въ сущности суть идеи Максвелла (Гер- 


*) ОбЪ статья помфщены въ У ей. Ад. Ва. 47 пой 48, а также въ зацисвахь Бер» 


двиской академи изукъ за тфже года. См. также журналь СгеЦе, т. 100, стр. 187. 
166 (1886 г.). 
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ца), а не старой его теори электродинамики *) и наконецъ въ третьихь 
обозначеня Максвелла болфе распространены и общеизвЪстны **). 
Пусть У будеть магнитная энерг1я системы, У’ — электрическая и 


О электромагнитная энерМя токовъ перемфщен1я (пертурбацюнныхъ 
токовъ), въ такомъ случа получимъ: 


Ф=У-Н\-И. .......... О) 


Внразимъ тенерь вс эти величины въ функщи электрической пер- 
турбащи, магнитной силы и такъ-называемаго векторъ-потенщала. 

Пусть /, 9, № будуть проекщи электрической пертурбащи въ точк% 
(1, у, 2), К дэлектрическая постоянная въ той же точк№ средины; 
с, В, 7 проекщи магнитной силы и м магнитная постоянная (коэффи- 
центЪ магнитной проницаемости среды) 7, т, п Фоставляющая силы 
постояннаго магнетизма ***) и наконець Г, (С, Н составляющя век- 
торъ-потенщала. Въ такомъ случа, если положимъ для простоты письма: 


—й@ —_й — @ ожжжж 
| м 4л с, 9» 4т8 ы й 7 ), 
то для У, Ии 0 будемъь им$ть: 


= ая Ч *3) де **+***), Я = 


—> 
РН 
- 
- 
<. 
- 
к 
<, 
ре 


0-4 (Е 1-9 НН #) =. 


причем де—олементь объема средины въ точк® (7, у, я) и & время. 


Между магнитной силой (&, В, 7) и составляющими екторв-потен- 
Тала существують зависимости, дазаемыя, жамь омредълендя магнитной 
силы, а именно: 


*) Ср. Ротем Шесилеиё её Ориаие, И, рр. 110—113; 114; 126 и Сопешвоа. 
Также Тгийе: Рьушк 4ез Аереге, 88. 887—842. 


**) Полезно ср. Войзтаня: Уотевипаеп бЪег Махче|5 ТЬеоте бет ЕЛвЕЬСНА ипа 
аев Тлеев, ПП ТЬ. р. У. 


***) Въ этомъ пункт теома Гезьмгольна пбаяе теора Герца. 
****) Это будуть составялющя такь Мазываемой лазитной пертуюбащи. 


*****) Такъ какъ составаяющ]я постоаннато магнетизма $}, т, ® зарищюянниь 
иомфнен1лмъ не подлежатъ, то мы вхЪ и ие вводамь эъ выращен!ю дла У. 


ЭН 94 

ис —- бу 
9“ ЭН 

ив-рт = — 5 ое оо (3) 
да о9Е 

иу-- у 


Коэффищенть А есть абсолютное постоянное, т. е. одно и тоже для 
1 . 
веБхъ срединъ и -4 есть скорость распространеня электромагнитной 
пертурбащи въ чистомъ эфирф. 


Составимъ теперь выражене УРь. 


Пусть Рь, 9, Ву составляющ!я электродвижущей силы соприкосно- 
веня или термоэлектрической разности проводвиковъ и т. п.; р, а, * 
— составляющ1я тока проводимости; Х, У, Я составляющая механи- 
ческой сплы, приложенной къ точк (х, у, 2) внутри средины; Х,, 
У„, 7, — подобной-же силы, но приложенной къ точкамъ поверхности, 
ограничивающей средину и наконець &, 7, 56 — проекщи перемЪще- 
ня точки (х, у, 2). 


Поэтому будемъ пм$ть: 
УР,в,= | [РНЕ А(Рр- ва--Н-НХЕ НЕО ат- 


+ | [АСЕр-+ 69+ Во-(Х,& + 2,1 2,5] 45- 


Здесь вар!ированю будутъ подлежать лишь количества: [,90,№; 
Г, <, Ниё, 1, 6. Надо замЪфтить, что Гельмгольць не вводить 
силъ, работающихь на поверхности проводниковъ или д1электриковъ; 
но намъ кажется, что это имъ сдЗлано единственно въ видахъ про- 
стоты авализа; сущность-же дЪла, разумВется, требуетъь введен!я силъ 
на поверхности. 

Теперь остается только все найдевное подставить въ равенство (1) 
и- вычислить варащи, входяция въ составь этого равенства. Дла упро- 
щен!я вычисленй мы замфтимъ слЪдующее. Такъ какъ с, В, 7 или, 
все равно, [„, 0„, В, связаны съ Е, &, Н соотношенями (3), то 
независимыхъ перем нныхъ подлежащихъ варирован1ю будетъ три груп- 
пы: [, 9, №; Е, <, Ни 57, 6; что же касается коэффищентовь К 
ий, то, хотя они и могуть измВняться вслЗдетые деформащй сре- 
Дины, но ихъ можно разсматривать, какъ фувкщи д, о, &. ЗатЬмъ, за- 
мзтимъ еще то обстоятельство, что Г, 9, Ви Р, @, Н могуть измЪ- 
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вяться какь съ теченемъ времени, т.е. какъ функщи #&, такъ и вел д- 
сте деформац!й средины, такъ что можемъ положить, что 


дф= 9 [-- д, 
ЕЕ 


н подобныя равенства для 09, 0%; С и ОН; при этомъ ясно, что 
символомъ 0, мы обозначаемь варащи отъ первой причины измЗняе- 
мости, а д, — отъ второй. 

Такимъ образомъ можемъ изучать отд®льно измняемость разсматри- 
ваемыхъ количествъ отъ той и другой причины и тогда анализь зна- 
чительно упрощается. 

Прежде чфмъ приступить къ опред$лен!ю варащи интеграла: 


| Ф+УРвдя, 


зам$тимъ н$фкоторыя свойства перем$нныхь ГР, а Ни р д9,в, &а 
также составляющихъ силы постояннаго магнетизма. 


Такъ какъ &, 9, 6 суть проекщи перемфщен1я точки (х, у, 2), то 
тогда скорости будутъ: 


ЧЕ я _ 4 


+=“ 4? я “ ооо фе (а) 


ДалЪе, если возьмемъ внутри средины безконечно-малый элементъ по- 


‚верхности, опирающийся на нзкоторый безконечно-малый замкнутый 
. кКонтуръ, то 


[1с08(95) -- тв с03 (0) Е ® с03 (я) ] 48 *) 


будеть притокомъ магнитной силы черезъ элементъ 48 во время #; длз 
момента #-- 4{ этоть притокъ будеть: 
[60$ (15) -- т соз(пу)-{- в с0з(п=)] 45 -- 9 Псоз(вх) -- т соз (пу) -- 
-- п сз (п2)] 45. 
Если мы допустимъ, что въ силу сплошности средины одни и т же 


точки ея приходятся на элементь 45 и ограничивающЙ его контуръ 


48, какъ для момента времени #, такъ и для момента &-- %, то по- 
лучимъ: 


91003 (п) -- т сов (пу) -- п со8(пв)] 49==0 


*) Не надо смёшивать нормала % подъ знакомъ сов съ магнатной снлой я. 


или: 
С14у4аз-- тахав -- пахау] =0. .(...... (5) 


Но ниже (фор. 21), приведены формулы для 9{, дд, 9 при условии, 
что электричесвя пертурбащи [, д, № удовлетворяють соотношен!ю вида 
(6), а потому, полагая въ нихь: 


и, ОФ, У 
вмЪето 0&, 97, 06 и {, т, п вы5ето [, 9, №, найдемъ: 


01 = и -- - (пи — 0) @&— я (5 — ти) а. 


а потому находимъ первую изь ниженаписанныхь формулъ, остальныя 
дв получится подобвымъ-же образомъ: 


г — ти + ит) — (шп — в) =0 


нина .... (6) 


= —*и#— тм). (из — 1) =0. 


Здфеь положено: 


ее. де оееа о (9) 


Механическое значевше т откроется, если сложимъ равенства (с), пред- 
варительно продифференциреванныя по х, у, #&; находимъ тогда; 


2. Ки). К =. о. + @ 


д (тахауав) =0, 


т. е. т есть плотность нёкоторой фиктивной жидкости; это © ‚, слВдо- 
вательно, есть объемная плотность постояннаго магнетизма, существу- 
ющаго въ точкЗ (5, у, 2). 


Равенства (3) даютъ: 


и да) 9(ив) 9(ив) 4-27 ты 
ду 


Теперь надо замфтить относительно РЁ, @, Н, что если <, В, у; 
1, в, п будутъ даны, то уравневй (3) будетъ недостаточно для опре- 
дЪленя РЁ, а, Н: надо еще добавочное услове; за это услове Гельм- 
гольцъ беретъ сл дующее: 


= 4 еее (9) 


=. еее. (Г) 


причемъ функшя Ф должна считаться данной. 


Въ этихъ двухъ пунктахъ (ти $) Гельмгольцева теорля полнЪе Макс- 
велловой; въ этой посл$дней: 


т=0, Ф=— оп. 


Точно также электрическое перемфщене {, 9, № должно удовлетво- 
рать соотношен!ю (5), а слЗдовательно, положивъ въ форшулахъ. (21) 


—иф{, —5%, — 


вместо 95, 9%, 96 и взявъ вмФето 97, 69, 9% выражения: 
(1%). (#—*)“. (#—%)* 


# # # # 9 

найдемъ: 
Чо ое, — м) — 9 — И 
и ом (9—8) (в) 
а 2 и ип. 


Такимъ образомъ, 


1, би, 
а: 9, #1 4 & 


будуть полями варащями |, 9, № по времени $. 
Опредзлимъ теперь варащи ЕР, @4, ВН. 
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Вообразимъ себЪф безконечно-малый замкнутый контуръ; работа элек- 


тродвижущей напряженности на элементВ его будетъ для момента вре- 
мени #: 


Еах-- Сау-- Наз, 
& потому въ силу принципа сплошности имфемъ: 
д(Рах - ау -- Наг) =0. 


`Отсюда при помощи формулъ (19) находимъ: 


аЕ _ д, 9Р' да 9д де 9 

па ыы) +*(ы-ы) 
аа_ов.0Р_ [ан _08\ /„[0в ое р 
в в’ “и 9 д Ш] Г’°° 
анна „[0Р ан), „(ОН 06 

& 0’ 908 д 08 


Здесь положено: 
Р’ = Ри-- С»-|- Ни. 
Такимъ образомъ: 


аЕг ас ан 
+ &, т @, + [11 


будуть полныя вараши ЕР, @, Н мо времени #. 


И такъ, пусть сначала средина не подлежитъь геометрическимъ хде- 


формащямъ, & всф количества изм$няются, какъ чистыя функцши вре- 
мени $. 


Поэтому получимъ, опуская на время указатель (1) при знак 9: 
| 4х 
пря [ в.д Ъыда, 


но велфдетве (3): 


О 1х <(ы- >, 


и подобныя формулы для 49, и дА„, ибо 1, т, п должно считать 
постоянными по отношеню въ времени $. 
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Подставляя въ выражен!е для ОУ и интегрируя по частямъ, найдемъ: 
—1 (1/97 98 0% 07 \ са [98 94 
вт 4л |(5 я, “+ (;; и в (5. д 7” ан| @-- 


-- 5: | бов (пу) — Вс0з(#)] Е -- [«с0з (5) — уео8 (пд) 6 а -Е (4) 


- [8с08(%5) — «соз(яу)] 6 Н} аб. 
Опред$лимъ теперь 60. 
Сначала находимъ: 


0—4 |(4 ОР Чв-+-ЧФН) 4%— А |(* о во--ЧВ р 94 


гд% вмфето членовъ вида: 


подставлены члены вида: 


ибо $0 входитъ въ принципъ Гамильтона подъ знакомъ интеграла: 
#1 
[а 
® 


а потому, › проинтегрировавъ по # члены вида (4) и замЪтивъ, что для 
= и =: 

др — 99 = д% =0, 
убЪждаемся въ законности подстановки (6). 


Соединяя теперь ОУ, 6О и 6, причемъ послЪднее выражене на- 
пишется безъ всакихъ преобразовай, получим; 


ое [ава 
ао 
+ (=- =) 49 ен} + 
+1 = | 8 аж — ывбыдет+ 
-- [асов (па) — усоз (ях)] 6 @ - [сз (их) — асов (яу)] 95} = 
-2 [++ Па... .... (6) 


ЗатВиъ имфемъ: 


м 
«| Ур.а- 


& 
= фе = [Ри -- 9,99 -+ в.в) - АФбЕ-- ав а- ‚эн)| + 
й 
+41 а [вое ада) 49. ие... (4) 
% 


Нодставляя все это въ выражее (1) принципа Гамильтона и при- 
равнивая нулю коэффищенты при 9/,...6Н въ объенныхь интегра- 


лахь, получимъ слЪдующуя двЪ системы уравнешй для точекъ внутри 
средины: 


первая система: 


и подобныя уравнешя для дир; 
оторая система: 


1 (97 а! 
= +44 др... ..... (0 


# подобныя-же уравнешя для и у; Виа. 


Введемъ составляющия полной электрической силы, котерыя 0б08н%- 
чимь Р, О, В, т. е. положимъ: 


тогда первая система дастъ слВдующую: 


аГ аа аН 
Р=4А-.—В, 9=4-,—%, Е=А,—Е о о (6) 


Это изв®стныя соотношеня Маисвелла для средины, находящейся въ 
движеши. 


Вторая система при помощи уравнешй (6) обратится въ сл дующую: 


— 91 — 


АКЗ т Е 4 ядро — 7 


ду 

4% — 97 _ 94 
АК т -4л.44 = 9. (7) 

д« дв 

иди = 9—9 


Это вторая система уравнен!й Максвелла *). 


Если-бы воспользовались уравнешями (3) и (6), то получили-бы пер- 
вую систему уравневнй Герца: 


а = 98 дх ® © ® о ® ® Ф ® о © (8) 


Уравнен!я (7) представляютъ 2-ую систему Герца. 
Если разематриваемая средина неподвижна (и —= о ==ю ==0), то въ 


аН 
предыдущихь фориулахъ вмЪето —. 21°” ав Н®до взять частных произ- 


вОДНЫЯ =... эр} сли-же средина находится въ движении, то вместо 


тВхъ-же количествъ придется брать ихъ значеше изъ формуль (№) и 
($); такъ что получимъ змфето системы (6) слёдующую: 


аш 4% а (и -м)+* (| ° (ев) 


и подобный для ди й. 


Исключая изь нихъь функшю Р’ по известному прему и замЗная 


% дт фт 
значен1я —, +» °; И8Ъ равенствь (с), получим»: 


де ие зуи — м0) — мае 9), 5 
4 Е т — ма вв) 5 Мив —"|=5 = . (8 в) 
дит убыв — зву — 9-95. 


*) Только оси координатъ прямо-противоположны Максвелловымъ. 


Вм$сто уравнен!й (Г) будемъ имфть слЗдуюция: 


4% ие у" — ид) — ра — «р ядро — 


мои “Не и — | . (158) 


4 -- же — 9 (ио— в)-- — 92 9 (и — «п -- 4л Ах = — 94 08 


ду ду 05 


Эти дв системы получены Г. Герцемъ. 


Векторъ: чо, +0, шо будетъ представлять конвекцюнный токъ, откры- 
тый Роуландомъ. 


Теперь остается изслдовать условя на поверхности. 

Эти условя получаются изъ выражен! (с) и (9), если приравнять 
нулю коэффищенты при ОР, С, ФН въ поверхностныхъ интегралахъ; 
при этомъ поверхность 5 можетъ быть поверхностью разрыва, отд%- 
ляющею одинъ д1электрикъ отъ другого; въ такомъ случа надо во- 
образить дв поверхности безконечно-близыя одна отъ другой и взять 
интегралы по обЗимъ; въ такомъ случаЪ получимъ: 


[уеоз (пу) — @еоз (®з) |, = [усов (пу) — Всоз (п=)]. 
[асов (па) — усов (ях)], = [603 (иг) — усоз (2)], 
[6с03 (их) — «сз (пу)], = [Вс0з(ях)— асов (пу), , 


такъ какъ р, а, х для дэлектриковъ равны нулю. 

Изъ этихъ уравненЙ находимъ, взявъ для простоты нормаль къ по- 
верхности за ось -овъ, & дв ортогональныя касательныя за оси хи 
у, ся$дующ1я условя: 


а =, В =. еее. (9) 


Если же поверхность 8 будетъ отдФлять проводникъ отъ д1электри- 
ка или проводникъ отъ проводника, то подобнымъ-же образомъ най- 
демъ для послЗднаго случая: 


[усоз (пу) — Всоз (пз) | 4л.Ар], = [703 (пу) — Весов (иг) -- 4л. Ар], 
[сов (15) — усов (2) - 4.44], = [0608 (яз) — усов (ях) --4л.44], }(10) 
[сов (вх) — асов (пу) -- 4л.А*], = [Ве03 (их) — асоз (пу) | 4х.» . 

Если положимъ 


р: = 4, = =0, 


— 93 — 


то будемт, имфть случай проводника и д1электрика. 


Замфтимъ здЪсь ифкоторыя формулы, которыя намъ ниже будутъ 
нужны. 


Положимъ: 


+ а 


такь что о будеть объемной плотностью электричества, а 6 поверх- 
ностной плотностью тока; въ такомъ случа равенства (Г) по диффе- 
ренцирован1и по х, у, в и по сложени результатовъ дадутъ: 


Для р, 9, 7 можемъ написать соотношеня: 
р= 0(Р-Р), = 0(9—9,)), г=С(В- В. . . (13) 
выражающая законъ Ома, причемъ С есть вкоэффищентъь электропровод- 


ности. 


Выведемъ теперь еще два соотношеня, пеобходимыя намъ для по- 
слЗдующаго. 

Уравнен!я (7) по умножении на с08 (2х), сов (у), со8 (же) и на аб 
дадутъ, если результаты сложить и взять интеграль по ифкоторой 
не замкнутой поверхности, опирающейся на нзкоторый замкнутый кон- 
туръ. Получимъ: 


И, -=) сов (из) (=- *) сов (ву) -- (=) совбм 48 == 


АК | [Рони + О сов (пу) В сов (иг)] 48, 


ибо 
2 с08 (ях) - 4 с08 (пу) -- 7008 (я) = 0. 
Преобразуя л®вую часть предыдущаго равенства по теорем® Сток- 


са, а въ правую подставляя значеша Р, ©, Е изъ уравнен!й (5), най- 
демъ: 


| (с ди НУ 1) а а | Гобна) + оон) + ивы) 148, 


гдз 4; будетъь элементъ контура, на который опирается поверхность 8; 


— 94 — 


Умножая на 4 и интегрируя оть #=% до какого-нибудь значеня 
$, найдемъ: 


| [Гсов (их) -- 9603 (пу) -Е № сов (яг)] 45 = Е, 


если выберемъ ниж! предфлъ & такимъ, чтобы для него [, 9, № 
обращались въ нуль. Такъ какъ контуръ можеть быть взятъ безконеч- 
но-малымъ, то заключаемъ, что если контуръ деформируется, то 


д. [[соз (я) -- дс0з (у) - №08 (95) ] 45 = 0 


или: 
д, (Гауае -- дахаг -- ъахау} =0........ (14) 


Физичесый смысль этого равенства понятенъ: трехчленъ въ скобкахъ 
выражаетъ число лишй электрической силы, проходящихъ черезь без- 
конечно-малый элементъь поверхности. 

Это, въ сущности, есть выражене принципа сплошности. 

Аналогичное соотношеще получимъ для магнитных силовыхъ лин. 
Д?Ъйствительно, равенства (6) даютъ: 


4% | (22 ву над — | (ви-- 9и-- ВЮ. 


причемъ ийтеграль взять по замкнутому контуру и кромВ того зам%- 
чено, что: 


+ д# + 


Р=б— 5, = у, В =— да ° 


Отсюда найдемъ, какъ и выше, что: 


| (аз аду-- на) = 10, 


& отеЮдДа. 
в, [Еаз-- дау- На] =0........ . (15) 


Гельмгольцъ даетъ равенства (14) и (15) безъ доказательства и поль- 
зуетея ими при опредфлени варацй 4д;/,...06»Н, обусловленныхъ де- 
формащями среды. 

Теперь мы и перейдемъ къ опредфлен!ю этихъ варацщ!, происходя- 
щихь оть деформашй среды и дающихь м%ето явлешямъ электро-и 
магнито-стрикщи. 


-— 95 — 


Разовьемъ сначала равенство (15). Взявъ варацию. и опустивъ дла 
простоты указатель (2), получимъ: 


дРах | 6 бау- вНаг- Еб.аз-Р @6.ду- Нд.аг =0. . . (16) 


Если обозначимъ координаты точки (5, у, #) поел деформащи че- 
резъь х--&, у--7, 2 6, то получимъ: 


46—05, бу = 97, д8=05, 
затЗыъ находимъ: 


4.484. Иде а а 


ду в.д Та од а (.... (7) 


а 995 


ду 
ДалЗе, если обозначимъ [0], [94], [9Н] варащи Р, а, ВН, вхо- 
дащя въ равенство (16) и происходащя велёдетые измфнени &, 7, 


$, удовлетворяющихъ равенству (15), то получим по подстановк® зна- 
чей 09.4х, д.4у и 6.48 изъ равенетвъ (17): 


908 


8.4е= 4.4 —=00° а». 


ах-- — 


+, ИН 8+ 


+ [61 + ЕЕ 


997 | 86 
НН + 
рии овы о 


Это выражен!е должно удовлетворяться при веёхъь значешяхь 4х, 
ду, 48, а потому находимъ: 


— = 27+ 651-- 59% 


и подобныя выражен!я для [0@] и [9Н]. 
Полная варащя Е, обусловленная деформацями среды, будетъ: 


РЕ], —0,60 - 4) 


*) О знакахъ—при 8, 8\, 85 см. далфе. 


— 96 — 


или, подставивъ значене [0Р] и преобразовавъ: 


дв=— (78 аа вв) + (55 — а 9 


Если-же положимъ для краткости письма: 


ае_ д 
- (5, а, 45. 


Р= Рё @9т- НЕ ........ (18) 


и введемъ значення о, В, у изъ уравнешй (3) (положивъ въ нихъ: 
=т==л =0), то получимъ слЗдующую систему: 


Е =— г -- Щудл — 865) 
ва=— зу + 45 — 745 иене. (19) 
вН—=— и 4+ ш(8вЕ — авт). 


Теперь изъ равенства (14) надо опред®лить 95}, 9.9, 9%. Для это- 
го опредфленя установимъ сначала одну теорему изъ кинематики из- 
м$няемой систёмы. 


Пусть имфемъ въ плоскости ху безконечно-малый прямоугольникъ 
МАСВ со сторонами параллельными осямъ 2-овъ и у-овъ и равными 
соотвЗтственно 4х и ду; его площадь будетъь 4хду. Пусть онъ под- 
вергнутъ безконечно-малой деформаци и обращается вслФдствые этого 
въ безконечно-малый параллелограммь М,А.С,В,, не лежащ уже въ 
плоскости ху. Координаты его вершинъ будуть: 


до деформации: посль деформацие 
И + у 0...М, жы, у--®, [7 
А НЫ, у . А эи--ах Ча», нЕ „4, ом =. 4; 


В 2, ур, 0... В, гну 4. уни, еду 
С а-- дл, у ду, 0... в эти-аз-+- ба бу. УН-Ни-Е 


ди до 0% ди 
+ «2 оу 49, и. ту 4. 


— 97 — 


Предполаган, что перем$щен1я и, ®, ш безконечно-малыя 1-го порядка, 
находимъ для сторонъ параллелограмма и его площади выражен!я: 


= д о д 
м, 4, = ( +) 4%, М.В, (1 +) ау 


пл. М, 4, С.В, = ( + — - ж азжау. 


Такъ какъ эта площадь уже не лежитъ въ плоскости ху, то най- 
демъ ея проекщи на координатныя плоскости; съ этой цзлью опредз- 
лимъ косинусы направлен!я чормала къ ней. 

Сначала имемъ съ тфмъ же приближешемъ: 


с03(М,.А,, <) =1; соз(М, 4, , )=®; соз(М, А, , 9-9”; 


до 
ду 
Отеюда по извЗстному правилу аналитической гебметри находимъ 


косинусы направлен!я перпендикуляра къ плоскости прямыхъ М, А, и 
М, В,; обозначая направлеше этого перпендикуляра черезъ я», ‚, получимъ: 


е03(М, В, ‚ 1) = о соз(М,В,, у) =1; воз(М.В,, г) = 


08 (я. , )=—5, 08 (я, , а - со8(я., 2) =1; 
причемъ за положительное направлен!е я, взято то, которое расположено 
относительно прямыхъ М4, и М, ВБ, такь-же, какъ ось 4-овъ относи- 
тельно осей х-овъ и у-овъ. 

Поэтому проекщи площади №М,4,С0,Б, на координатныя плоскости 
ху, хз и уз соотвЪтетвенно будутъ: 


( ++) ахау ; — а ву; 


Подобнымъ образомъ найдемъ проекщи площади 4247 послЪ дефор- 
маши на ТВ же координатныя плоскости; он будутъ соотв тетвенно: 


ди 
— 9% ахау. 


ма а. 
[а (+ аа» ое а» 


и для площади дуаё: 


ди ди д , 
эн 442 — бу 494, [а 


— 98 — 


Поэтому, если знакомъ 6 обозначимъ безконечно-малыя изиЪнен1я пло- 
щади велфдетые деформащи, то получимъ слёдующя формулы: 


ахау -|- 9. ахду = ( -- =) ахау — о деёв— 9% дубе, 


(17, ди, д ди 
й. а д.4 =— — — — — . ЧоНииЮ — дъзациниер 
од - д. дадь = — 99 деву (1 ++ ри еде о був, 


За д-дрь — — ура — оу аоае-- (1+ + д) вы 


`Отеюда по сокращен!и найдемъ варащи элементарныхъ площадей: 


д 
8.ахау = (=+5 


д 
даа — — аду -- [95 ) 42 ед — 5 дуйн .. (20) 


ахау — о 4х4: — г ауа: 


в. „дав 59 деду — ® де дв» + (5 д 44. 


Эти равенства и предетавляютъ ту теорему *), которую мы хотвли 
установить. 


Обратимся теперь къ равенству (14). Обозначимъ варащи [, 9, № 
входяция въ составъ этого выражешя знаками: [0/)], [99] и [№]; тогда 
получимъ: 


[91] дуаз -+- [69] ах» -- [6Ъ] ахаз -- [6 .дуав -- 96 .дуае -- В .ахду =0. 
Полагая теперь въ формулахъ (20): 
и == 05, 0==0], ш=45, 


подставляя значешя 9.054у,...и приравнивая нулю коэффищенты 
при 424у, дхаз и’4у4», найдемъ: 


(+ 9 


и подобныя формулы дла [09] и [6%]. 


®) Ср. Робмсагё: Гесотв вог 1& В6оме 4е ?’@авцейв,.р. 78. 


— 99 — 


Полная варащя [, обусловленная деформащей среды, будетъ: 


= в 98 — Ки 974, 


ду 
а, слЪдовательно: 
Мид 245,945, 
=—:%8— д (- О-о Аи 
но приложивъ и вычтя двучленъ: 
99 Е 9% 
бу 98 98 88 
И ПОлОЖИВЪ 
—_ 9719, % 
_ 0х + ду ' 92’ 


найдемъ первую изъ ниже написанныхь формулъ; остальныя двз най- 
дутся подобнымъ-же образомъ: 


91 9—5 т--99 +5, „ (#95 — [05) 
дд = — от 900—905 — 9) ... (21) 
д д 
л—- 045 — у, 645 — МО, 045 — 9) 
Къ этимъ формуламъ присоединимъ еще сл8дующую, извёстную: 
96& , 999 ‚ 986 
в.д -(. +5 +5 ОЕ =. ине нь (22) 


Теперь можемъ уже заняться и второй половиной нашей задачи, & 
именно выведомъ общихъ уравнен! элевгро-и мазнито-стрикци. Возь- 
мемъ варащи оть Т, (и У въ предположенш, что Г, о,р; Е, @, 
НЫ; К, ви 4= претериваютъ изюБнен!я, вызываемыя. хеформащей сре- 
длины; варащия первыхъ шести перем®нныхъ уже даны формулами (19) 
и (21), а варещя элемента объема формулой (22); остается найти К 
и ди. Оба коэффищента Кипр суть функции (ху, 2), & потому: 


— 30 — 


к-з _9К дк 


би— — 9 48— и 9 5, 


такъ-кавкъ послВ перемфщен!я въ точЕ® (5, у, 2) будуть тв значеншя 


Кин, которыя были до перем щеня въ точкВ (л— 9&, у— 91, 
#— 05). 


Опредфлимъ сначала ФУ. Находимъ при помощи (21): 
от [тины 9 винда бт 999 


д д 
-» т (48 — ВО —Л 5, 95—05) 


. 9 з 
О = дКат-- |= д.4, 


гдф положено для кратности письма: 


В— 16? Л 3 
и я). 


Это В будеть электрической силой въ точ (5, у, 8). 
Преобразуемъ члены съ производными отъ 9&, 67, 95 и положимъ; 


тн + 
ы 4-2 


или, подставляя значене о, найдемъ первое выражен!е; остальные два 
найдутся подобнымъ-же образомъ: 


(7 *)+5 (#)+5(&) 
МА .. @ 


сни 


ЗатБыъ положимъ: 
—н = аи ИИ соз(иа)-- И еовбну)- 1 совы) 


—Н,=4л и с03(и2) -- г соз(у) -- 9% ое вов(иа) .. (5) 


г. 


—7,=4л 1 с03(я5) +9 7 вов(ну)- —97 сов(на) 


При такихъ положеншяхъ для 9 У’ получимъ выражен!е: 
д = | (30Е-- Ноп-- 20а -- | (Я ВЕН Н,61- 2.95) ав. 


Отсюда ясно, что 


ФТ =0. еее (=) 


Найдемъ теперь 9У. 
Сначала имЗемъ: 


мы 


08 0д“\дР ду _ 0В 
-- (5. — +) Е *|-— и [ат (5 — ») - 


-Не465—7д5) (#—#) 1а«— — ах | [оон — ввоз) — + 


- [асов(и) — усов(ил] 2 ду Е | [Веов(иг) — авов(ну)]° °, — 
— и(у67 — 846) [усов(пу)-- Всов(вл)]— («65 — РБ овощи)— пож] 
— #(805 —а07) [Всоз(их) — — совр) 48— |5 32 98 [> ва, 
гдф положено: 


Н == с -|- 68 -- 7 ооо ооо оф а) 


Это Н будеть магнитной силой. 


Преобразовывая объемные интегралы еъ функщей Р въ поверхност- 
ные, увидимъ, что они сократятся съ другими поверхностными инте- 


— 39 — 


гралами; зат$мъ преобразовывая члены съ 94+ и подставляя значене 
би, найдемъ, подобно предыдущему: 


У== | (3.05 Н,97--2,66)4=-- Цех -- Н„.97- 7.05) а8. . (е) 
гх% положено: 


3—92— 
НН, и) 


д 83а 
На (+в |... © 
—2 = а эс (#7) + 98 ь(——) 


= т сон) мадсовну) 4-маусовфи 


—Н.=-- дя иво) в) соз(ту)-Г- м6} тоовфм) . (9) 


3—а*— 1) 
2 


—2.= притон) ивусоня) + ы совби 


При этомъ пользовались равенствомъ: 


не а + - 6. 


И здесь видъ выраженй таковъ, что: 


Остается опредфлить СО.и УР.д,. 
Для перваго имЗемъ выражение: 


в0= | (ЯдЕ-- н.в -+- АдОае- | (д дн+ 240088, ©) 


р8% положено: 
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рч а рщ 
= А, [Ре -- МВ — 79)], Не= А 


Н,= 4-9 [о-в 6, „= 4) .... (6) 


@ 
= 44 Ма9 — 87), 2.495” 


ЗдЗеь положено для краткости письма: 
9? = [©05(п) -- 9соз(пу) -- №соз(я)........ (9) 
Подобнымъ образомъ найдемъ: 
ХР.9р.= | — Ре-- Аш’ — 74) — АЕо]65 -- 
--[У— 90-Е 4в (7р-— в) — 466] 61 -- 


+[2— Вр дшад— Вр) — АНО] дс] 4= + 


- | [вощфыд — Ро- АЕз--Х,] 05 - 
- (408(пу) — 9»2-- Абз- У,] 97 
-- (М еоз (ил) — В»-- АНз- 2,] 4} 48..... (®) 


ЗдЗсь положено: 
А= РГ-- 99 Ей, 3= рсоз(вх) - 4608(ту) -|- усов (ил) (0 
при этомъ для Р,, ©, В, пользовались условями: 


=—2* о=—0Р в=-0 
Р.= дд’ 9 = ду ' № дв ‚о оо ооо (т) 


причемъ $ будеть потенщаломъ электрическихь массъ, развивающихся 
въ м3Зетахь соприкосновен!я проводниковъ. 
Такъ какъ на поверхности проводниковъ должно быть: 


Р, =, = В, =0, 


7=0, 8=0, 


то, слЗдовательно и 


& потому, если положимъ: 


Х, = Ай(в+ — 74) — Ро — АЕб 
У, = Амур — а) — 096—406 }....... (*) 


то уравнеше для УРр, будеть: 
Хрёв,- (к+ х)6ё- (1+ 799+ (2+ Рае 
{+ [сх + У. 2.48 48........ (2) 
Соединяя выражешя ФО и УРодр, вмЪетв, найдемъ: 


30+ УР, = 1: + Яр (И. Вр 
+ [ке тат 24а | (ХЕ. 2.4048, .. @) 


такъ какъ велздетвые того, что на поверхности проводниковъ 
? =0, 


силы Я, На, 2 обращаются въ нуль. 
Преобразуемъ силы Х.--,, У --Н,, 2 -2.. 
Положимъ для простоты письма: 


Е, == и(а7 — 78), Е, == ие — у), Е, = Шов — 44), 


это будуть, очевидно, составляющ/я электромагнитной силы въ точк& 
(®, у, #) [Мазжией, П, $ 603, ед, (0)}; затЪиъ: 


Е» = (97 — №8), Е, == ие — |), Е, =] — 9) — 


это составляющ!е момента д1электрика въ той-же точк® (7. 9. Грют- 
зот, Мо\ез оп гесепё гезеагенев п @есёейу ап@ шабпе Нат, р. 9). 


Поэтому будемъ имЪть: 


х,+,-— (в, т") +490 АР — Ро, 
: 
=. А“, Р=Р=/, 
сл$довательно: 
Х, + (в,+" ег у.е. .. (9) 


Но формулы (Г) даютъ по преобразовани результата: 


аЕ Г] 


4 ‘в пж _ Зло’ 
& потому: 
Г а 48 и ди 4л 
Кв а 


ЗатВыъ при помощи формуль (8) находимъ: 


4#( ау —)- 


Ре-- — — В*\ ‚ 979) в 
4 а )-+^%, иги 


_ 4л += + 


+. ЖЕ КР ая (2% - 8 09 +98 %»), 
& подставляя значеше Р, ©, В изъ формуль (5), найдемъ: 


ау ав) _ 4ле Вок 
Е КОНЯ да, 


И такъ, окончательно находимъ: 


—_ ВК, Нзди 
х-=—фя— Ч: кд 8л дх° 


Подобные-же формулы вайдемъ для У, -|- Ни 2, -| 2,. 


Подставляя эти значения въ (1) получимъ: 


В0кК  Н? ди 
“0-+- ХРАр,= | (+ вхо» ыы | 8+ 


Вок, Нд 
+(2 8л ду ' 8лду 


В0К ‚, Н? ды 
[2-х вх д} — 


_ | [= я) 4Е--(Н--Н) 61 (2+ 2) вс} + 


Соединяя теперь значеня 9’, ОГ и ПИ-- УРдр, въ выражени 
(1), сократая и приравнивая нулю коэффищенты при варащяхъ &, 
7, 6 въ объемныхъ и поверхностныхъ интегралахъ, найдемъ во пер- 
выть для точекъ внутри дэлектриковъ систему: 


х— 9 _ Нд 
_  8л0д 8лдх 
у—— № 9К _ Нд 
—  8лду 8лду 
у— — №08 _ Нд 
808 Вл дв 


и 60 вторыхь для точекъ на зоверхности д1электрика: 
—Х, = Я, Ни — У, =Я,-- Ни, — „= 7, -- 2. 


Получаемъ извзетныя выражен!я для механическихь силъ элевтро-и 
магнитостривци. 

Равенства (с) и (е) показываютъ, что внутри дюлектрика эти ©илы 
находятся въ равновфеи. 


Электромагнитная теоря дисперсии. 


Гельмгольць относить явлене свторазеВян!я къ категори тфхъ фи- 
зическихъ явленш, которыа объясняются не однимъ кинетическимъ сос- 
тоящемъ эфира, но и воздфйстемъ сзмихъ матеральныхь частиць 
тЪла, внутри котораго происходить явлене. Такъ напримЪръ, явлене 
электрическаго сопротивлен1я току должно-быть приписано участ ма- 
теральныхь частицъ т%ла; это участе выражается въ томъ, ито ядсть 

* 
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электрической энергии тока идетъ на увеличене кинетической энерг!и 
матеральныхъ частицъ, т. е. ва развит!е теплоты: имемъ явлеше 
теплоты Джоула. Подобнымъ образомъ Гельмгольцъь объяеняетъ явле- 
не свЪторазе$ян!1я тёмъ, что при поляризащи д1электрика — поляри- 
зуются и матеряльныя частицы свфторазеЗивающаго т$ла. Другими 
словами, когда подъ виянемъ электрическихъ силъ эфиръ д!электрика 
(или проводника) выполняетъь электрическ1н пертурбащи, то и мате- 
риальныя частицы тоже электрически перемфщаютеся, т. е. каждая ма- 
теральная частица будетъ представлять, подобно частицамъ электрог 
литовъ, совокупность двухъ 1онъ, заряженныхъ противоположными элек- 
тричествами. Значитъ, вступившая въ эфирную средину. электромаг- 
нитная волна разобьется на рядъ простыхъ волнъ, когда внутри сре- 
дины будутъ существовать матеральныя частицы; характеръ и родъ 
этихъ волнъ будетъ обусловливаться свойствами матеральныхъ частицъ. 

Пусть |, 90, № будуть составляюще электрической пертурбащи 
(д1электрическаго момента) матеральной частицы; въ такомъ случаф, 
‘если-бы эфиръ и матеральныя частицы не влляли другъ на друга, ихъ 
энеруи выражались-бы въ видз: 


У а и [рачячю®. 


причемъ К, будеть коэффищенть аналогичный К; полная энерг!я 
системы эфира и матери была-бы равна выраженю: 


| | РР к. (12-- 92 + +. 


Но, велфдств!е взаимодВйстьй между эфиромъ и матерей, электри- 
ческая энерМя системы будеть меньше на величину энерми взаимо- 
дЪйствя, которую Гельмгольцъ предетавляетъь въ вид%: 


| а 


тавъ что электрическая энергя системы представится въ слЗдующей 
форм: 


и [Ея - Е т + 


+ Я 
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Законность такого выражевн1я можно оправдать тёмъ, что если-бы 
вся энергя, поступившая въ систему, потратилась-бы на приведене въ 
кинетическое состояе только матеральныхъ частицъ, то элевктричес- 


кая энермя системы, которая есть энергия кинетическаго состоящя эфи- 
ра, равнялась-бы нулю; ДЪйствительно, когда 


=, 9=9%, №=№, К=К, 


то предыдущее выражен!е обращаетея въ нуль. 

При /=9,=№==0 оно обращается въ энергю эфира. 

Выражен!е магнитной энерМи остается въ прежнемъ видЪ, етр. 13, 
энерг1я-же токовъ перем щен!я, понятно, будетъ теперь им$ть видъ: 


— ‚Е--Ю) 49 9) в-Н\,) 
в ии [= 


Выразимъ теперь работу силь Р,. Гельмгольцъ полагаетъ, что 
1 " (“) (=) 
ХР..=— ты | Пе] Ре] |9 
[лено нь 4" ГЕ, 
ГДЪ 


в= [ви и -- враг - 4 | (Ер-- ба-Е Но а 
и количества 7, 7›, хз суть составляющ]я силы трен!я, а именно: 


2’ =№,. ооо ‚ (1) 


и приэтомъ эти силы трешя вар!ирован!ю не подлежатъ. 


Подставимъ значеня 0, У, Ти УРр, вь равенство, предетав- 
ляющее принципъ Гамильтона въ формЪ Гельмгольца, а именно: 


[+ 7+0+ Ура =0 душе д (2) 


и приравняемъ нулю коэффищенты при ОР,...9рЁ,... 0%; но предва- 
рительно преобразуемъ члены оть 90 и УР. др, . Найдемъ: 
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ё 
| ара || ПЕ №, р 9 т пота ат дать ен] я — 


о 


А [|% тер“ Е о-в Е 7 С (ФЪ-- 6 2 4 , 


4? 
| УР р [тр ав Ч аб ев, 4= + 


- [9 о 7269, Е 730%) а* НОВ. 


Такимъ образомъ для точекъ внутри средины получимъ три систе- 
мы уравненй; первая отъ коэффищентовь при 9, дд, д»: 


(ЮАНЬ еее а = (@) 


и подобныя уравненя для ди й. 
ЗатЪмъ вкоэффищенты при ОЕ, 04а и ФН дадутъ три уравневшя вида: 


1 (#*- 2) ГЕ РЕ 


4л\ бу — Ар =0...... (5) 


и наконецъь коэффищенты при 9, д9,, 9%, дадутъ уравнен1я вида: 


| 
=(Р- 2)- т Зи и о..... ‚ ©) 


При этомъ |, 9%, № считались перем вными, независящими от [, 
9, №. 

Если | =9 = ==0 и вромё того К, =0, то уравнев!я (с) проиа- 
даютъ, ибо обращаются въ тождества и тогда останутся лишь урав- 
невшя (а) и (). 


Исключая члены съ а. изъ уравненй (а) и (с), получимъ: 


Е 
а а 
= т, ый (НР, 
Или: 
4 а 
он -- К рГ. .. @ 


гдз положено: 


К КА ЕЕ), 
в", — 2\кГк/Ы 


. .() 


Подобныя-же уравневя найдемъ для д, и №. 
Уравнен!я (а) и ($) дадутъ по исключенши Е, 4, Н еще соотноше- 
ня между пертурбащями Ги }›. ДЪйствительно, мы знаемъ, что 


4 _ д а д (ав 
ду | 


и подобныя формулы для В иу. 


. аН ав и. 
Если теперь подставимъ сюда значеня 2 изъ уравнен!й (&) 
и вепомнимъ, что: 
дФ д др 


В=—э., = бу, о — 98’ 


то получимт: 


й д 
КЕ д 1" 


и подобныя уравненя для Виу. Изь уравневй (6) получаемъ по 
дифференцировани по & и умножени на Аи: 


Аи| д (а\ од [ав\] _ (Р-Н 1.) @р 
«у (7) (фл. 9 


и подобныя-же уравнен!я для <, у; а, В; затВмъ равенства: 
4х . 
р = С(Р-—Р), РЕ У—Ю и т. 0. 
Даютъ: 


ар -=%( 4 ) 
# К\& № 


Подетавляя теперь въ уравнен!я (9) зпачен!я производныхъ а, В, 7 
ир, 4, г по времени $ изъ уравненай (Г) и (7), получимъ: 


к - @Р-- 1) ар 99 


Ак ал ст кд = АГ) 58. ® 


гд$ положено: 


0(Ё-— Г.) 


9(% — №) 
= т 


9(9 — 9о) 
— 9" (1 


ду 
Подобныя-же уравненя найдемъ для д, В, 9 И №. 


Исключимъ теперь изъ уравнен!й (4) и (#) значешя {, 9,1, такъ 
какъ надо имфть уравнен!я для опред$лешя р, 9%, №, существован!ю 
которыхъ Гельмгольцъ приписываетъ дисперею. 

Подставимъ значения {, д, № въ первую часть равенства (#) и помня, 
ЧТО 60 первыть: 


0 д 
==, = ду, В = — 98 
такъ что 
9%, 
г о = —4? 


И 60 вторыхжь, что функшя Ф отъ $ независитъ, усмотримъ, что члены 

съ Р,, 9%, В, изчезнуть, такъ что можно вмФето [, д, № брать вна- 

чен!я изъ формулъ (4) безь послЪдняго члена въ лФвыхъ частяхъ. 
Д»Злая эту подстановку и полагая для краткости письма: 


=5 + 99 


бу о дв › 
а? 
= 4 иной 4 т ео (м) 
48 
— АЗиК 5 4л Аи с" и, — 


и подобныя формулы для и., %;,; и,, и;, найдемъ окончательно: 


та Ни Е хи =0. ..... (п) 


и подобныя уравневя для из, %. 


Уравнен!я (») и дадуть намъ законы диспераи. 

Если разематриваемая средина-—д1электрикъ, что въ предыдущих 
формулахъ надо положить: С = 0; Гельмпольць собственно разсматри- 
ваетъь лишь этотъ случай, но идеи, положенныя имъ въ основаНе тео- 
ри дисперси, позволяютъ расиространить ве и на случай преводни“ 
вовъ (каковы напримфръ вода, а также металлы). 
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СдФлаемъ теперь окончательные выводы изъ уравнев!й (®). 


Пусть имфемь дфло съ волной, параллельной плоскости у2, раеспро- 
страняющейся, слЗдовательно, вдоль оси х-овъ. Назовемъ т время ко- 
лебан1я, © скорость свЗта въ срединЪф, А— длину волны, —02, И 4, тъ- 
же количества для эфира, тогда положимъ: 


и если д будеть коэффищенть поглощеня и У—1==, то частными 
рёшешями уравненй (”) можно взять: 


ю=0, до == фе, й —=0, 
ГДЪ 


При помощи этихъ выраженй находимъ: 


1, 72. к 
(ни о =), 
1 71 ® $. 
и) = фи? 5 р? ‚- > ) е (Н-р2) , 
гд№ положено: 


40 
К 


й=-— 4л АЗиС, 7. = — 


Уравнеше (*) для и, даетъь по сокращени: 


7: . 1 7: . 
(ти? — ии —х) (2. ит) — (-+=- 2; =0.. . (2) 
т 0, 
Положимъ теперь: 
а = 4л0т, В=2лфю,, у= — 243 Ио, С, 


причемъ коэффищенты а и В будутъ зависть отъ оптическихъ свойствъ 
т%ла, а у отъ электрическихъ. 
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и замфтимъ, что, если показатель преломлен!я будетъ и, т. е. 


иш— 
© 3 
& показатель поглощен1я ?, т. е. 
„›— № 
9х Ч, 


то получимъ 


2 9%. ( 7: 
пе, Е, 
0 
ИЛИ 


если 


Подставляя все это въ уравнене (р), найдемъ: 
. (# $ 
(«--у) ( +в - 
0 0 


ини) 


О 


ИЛИ 
7. 
ея [п-*+1-%+ 
р ныня+ (Ш Яиев)] 6..9 
о о о 
Положимъ: 

[ 8 . 
=—*-+1 = Р.соз@,, -_ = Ре, 

у у () 


а В — су 
9—1 -- 67 = Р.совб, , 2. - 74 (« —1) = Рушб,, 


гдф, сл5довательно, Р,, Р,, 9, и 6, будуть всиомогательныя вели- 
чины; въ такомъ случаЪ равенство (4) обратится въ слздующее: 

(#- Ре 68" — Ре 8-0; 
отсюда находимъ: 


и -- И? — тт е(0:-в9И-—1. 
1 


Значитъ: 


5. __ 
Их -У Р. [вов (9 — 90.) +УТ5ш. (9, — 6. 


и наконецъ.: 
РР 1 


РБ. п 
‚у р 5(9, —6%. 


Если имфемъ дЪло съ д1электрикомъ, то у=0 и тогда эти формулы 
(5) обращаются въ данныя Гельмгольцемъ (\1е4. Апо. Ва. ХОУШ, 
5. 397). 

По просьбЪ Гельмгольца его формулы повзряль для терпентина и 
сФроуглерода г. Мальке; согласе получилось очень удовлетворительное 
(для терпентина). 

Изъ формулъ ($) можно получить для нормальной диеперем форму- 
лу вида: 


д... о (5) 


В 
и=АР-з, 
0 


представляющую частный видъ формулы Коши; но, вообще, для и по- 
лучается формула, отличающаяся по виду оть общепринятыхь и даже 
отъ той, которую далъ самъ Гельмгольцъь раньше въ своей механи- 
ческой теорш диспер@и, основное уравнен1е которой по вн шнему виду 
отличается отъ` уравневя (4) только присутетвемъ члена Р.. 

Скажемъ въ заключеше два слова о поляризащи. При преобразо- 
ван!и основнаго уравнен!я (2) (стр. 38) мы оставили безъ внимая по- 
верхностные интегралы, происходящйе отъ преобразовая 9У: опи 
дають услов!я (10) стр. 22, но Гельмгольць даетъ вмфсто вихъ дру- 
мя, которыя онъ выводить изъ уравнений (а) (стр. 39) и изъ тзхъ урав- 
ненй, которыя получаются черезъь исключене фунвкщй РГР, С, Н изъ 
нихъ-же и опред$лев!й магнитной силы. Въ результат получаются 
формулы Фрэноля. 

2-го марта 1895 г. 


